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S. Tordeux MAE pour un proble`me aux valeurs propres
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Motivation
Le coffrage d’une chambre de combustion de turbo-re´acteur de Turbo
Meca (groupe SAFRAN, - Remerciements -).
Objectif: e´tudier les effets des petits trous sur les fre´quences de
re´sonances acoustiques
De´veloppement asymptotiques raccorde´s (MAE).
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2 Condition de Neumann en dimension 3
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Condition aux limites de Dirichlet en 2D
avec Bendali, Huard, Tizaoui, Vila
INSA-Toulouse, Institut de Mathe´matiques de Toulouse
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Trouver uδn ∈ H1(Ωδ) et λδn ∈ R tel que{ −∇ · (a∇uδn) = λδn b uδn dans Ωδ,
uδn = 0 sur ∂Ω
δ,
avec a et b deux fonctions poistives re´gulie`res a` deux coˆte´s
a|Ωint(0) 6= a|Ωext(0) et b|Ωint(0) 6= b|Ωext(0)
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Trouver un ∈ H1(Ω) et λn ∈ R tel que{ −∇ · (a∇un) = λn b un dans Ω,
un = 0 sur ∂Ω,
avec a et b deux fonctions poistives re´gulie`res a` deux coˆte´s
a|Ωint(0) 6= a|Ωext(0) et b|Ωint(0) 6= b|Ωext(0)






Hypothe`se: Les valeurs propres de Ω sont simples.
Remarque: Ω n’est pas connexe.
un|Ωint = 0 ou un|Ωext = 0.
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2 < · · · < λδn −→
n→+∞
+∞
0 < λ1 < λ2 < · · · < λn −→
n→+∞
+∞
Le principe du min-max:





Peut-on de´river une me´thode efficace de calcul de λδn sans raffinement de
maillage local?
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Les de´veloppements asymptotiques raccorde´s
C’est une me´thode de´composition de domaine avec recouvrement
Ωδ
champ lointain
La solution est de´compose´e en
un champ lointain.
un champ proche.
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Les de´veloppements asymptotiques raccorde´s
C’est une me´thode de´composition de domaine avec recouvrement
Ωδ
zone de raccord
La solution est de´compose´e en
un champ lointain.
un champ proche.
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Le de´veloppement asymptotique des valeurs propres
Le de´veloppement d’ordre 2 s’e´crit
λδ = λ0 + δλ1 + δ2λ2 + o
δ→0
(δ2).
Les coefficients λi ∈ R ne de´pendent pas de δ
pas de fonction de jauge logarithmique? ce n’est pas trivial
λδ = λ0 + δλ1 + δ2λ2 + δ3λ3 + δ4λ4,0 + δ4 ln δ λ4,1 + o
δ→0
(δ4).
Ne´cessite´ d’e´crire une preuve!
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Le de´veloppement d’ordre 2:
uδ = u0 + δu1 + δ2u2 + o
δ→0
(δ2)
Les coefficients ui sont
de´finis sur le domaine limite Ω
inde´pendants de δ
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Le de´veloppement en champ lointain
Les coefficients sont solutions de
Trouver u0 : Ω→ R et λ0 ∈ R tels que
∇ · (a∇u0) + λ0 b u0 = 0, dans Ω,
u0 = 0, sur ∂Ω \ {0}.
Trouver u1 : Ω→ R et λ1 ∈ R tels que
∇ · (a∇u1) + λ0 b u1 = −λ1 b u0, dans Ω,
u1 = 0, sur ∂Ω \ {0}.
(1)

Trouver u2 : Ω→ R et λ2 ∈ R tels que
∇ · (a∇u2) + λ0 b u2 = −λ2 b u0 − λ1 b u1, dans Ω,
u2 = 0, sur ∂Ω \ {0}.
(2)
Le coefficient u0 est une fonction propre de Ω associe´e a` λ0.
Les coefficients u1 et u2 peuvent eˆtre singuliers en x = 0.
Les proble`mes (1) et (2) ne de´finissent pas de manie`re unique u1 et u2.
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Le de´veloppement d’ordre 2:




de´finies sur le domaine de champ proche Ω̂.
inde´pendants de δ.
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Les coefficients de champ proche

Trouver Π0 ∈ H1loc(Ω̂) tel que
∇ · (a0∇Π0) = 0 dans Ω̂,
Π0 = 0 sur ∂Ω̂.
Trouver Π1 ∈ H1loc(Ω̂) tel que
∇ · (a0∇Π1) = −∇ · (a1∇Π0) dans Ω̂,
Π1 = 0 sur ∂Ω̂.
Trouver Π2 ∈ H1loc(Ω̂) tel que
∇ · (a0∇Π2) = −∇ · (a1∇Π1)−∇ · (a2∇Π0)− λ0b0Π0 dans Ω̂,




a0, a1 et a2 les fonctions 2 coˆte´s
a0|Ω̂int(X) = a|Ωint(0) et a0|Ω̂ext(X) = a|Ωext(0),




X · (Ha|Ωint(0)X) et a2|Ω̂ext(X) = 12 X · (Ha|Ωext(0)X).
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Le de´veloppement en champ proche
Les coefficients sont solutions des proble`mes elliptiques
de symbol principal ∇ · (a0∇) a` deux coˆte´s
a0|Ωext = aext(0) et a0|Ωint = aint(0) (3)
munis de condition de transmission
[Π0] = 0 et [a0∂xΠ
0] = 0,
[Π1] = 0 et [a0∂xΠ
1] = −[a1∂xΠ0],
[Π2] = 0 et [a0∂xΠ
2] = −[a1∂xΠ1]− [a2∂xΠ0].
sur le domaine de champ proche Ω̂







Ces proble`mes ne de´finissent pas de manie`re unique Π0, Π1 et Π2.
Information manquante: Le comportement asymtptotique de Πi a` l’infini.
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Le raccordement des de´veloppements asymptotiques
On assure l’unicite´ de u1, u2, Π0, Π1 et Π2 en de´rivant des conditions de
raccord. On utilise un principe de type Van Dyke










δiU im(X) + o
δ→0
(δm). (6)
3 Ceci de´finit les comportements a` l’infini U im des champs proches Π
i





) ∀i ∈ [[0,m]]. (7)
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Nous obtenons les conditions de raccord et obtenons les de´finitions de u0, λ0 et
Π0.
Champ lointain. La fonction u0 est une fonction propre de l’ope´rateur
elliptique: 
Trouver u0 ∈ H1(Ω) et λ0 ∈ R tels que
∇ · (a∇u0) + λ0 b u0 = 0, dans Ω,
u0 = 0, sur ∂Ω.
(8)
Pour simplifier la pre´sentation, on conside`re le cas u0 ≡ 0 dans Ωext
Champ proche. La coefficient Π0 ve´rifie
Π0 ≡ 0. (9)
S. Tordeux MAE pour un proble`me aux valeurs propres
Condition de Dirichlet en dimension 2
Condition de Neumann en dimension 3
De´finition du de´veloppement asymptotique
Estimations d’erreurs
Simulations nume´riques
Les coefficients d’ordre 1
Les conditions de raccord permettent de de´finir de manie`re unique u1, λ1 et Π1.
Champ lointain.





+ λ0 b u1 = −λ1 b u0, dans Ω,
u1 = 0, sur ∂Ω.
(10)
En fait, u1 est re´gulier. D’apre`s l’alternative de Fredholm, le second membre








dx dy = 0. (11)
On obtient λ1 = 0.
u1 est alors de´fini a` sa composante u0 pre`s
u1 = γ u0 dans Ωint et u
1 = 0 dans Ωext , avec γ ∈ R. (12)
On peut arbitrairement ajouter la condition∫
Ω
b(x , y) u1(x , y) u0(x , y) dx dy = 0 ⇒ u1 ≡ 0.
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La proce´dure de raccord introduit le proble`me suivant
Trouver u2 : Ω→ R et λ2 ∈ R tels que
∇ · (a ∇u2) + λ0 b u2 = −λ2 b u0, dans Ω,






















La fonction u2 est singulie`re: u2 6∈ H1(Ω).
A cause de ces singularite´s, l’alternative de Fredholm ne peut pas eˆtre
applique´e directement pour obtenir λ2.
Proposition: Le proble`me (13) admet des solutions. De plus, si (u2, λ2) et
(u2∗, λ
2
∗) sont deux solutions alors elles ve´rifient





et ∃γ ∈ R : u2∗−u2 = γu0.
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Les coefficients d’ordre 2
Ide´e de la preuve: On introduit la fonction auxiliare ω2
ω2int = u
2



















avec χ une fonction de troncature re´gulie`re:
tt = 2t = 1
1
χ(t)
On applique alors l’alternative de Fredholm a` ω2 qui est re´gulier et on obtient λ2.
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De´veloppement des valeurs propres
The´ore`me:

















, si u0int = 0.
(16)
Ge´ne´ralisation d’un re´sultat de Gadyl’shin (92) pour le cas a` coefficients
constants.
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Ide´e de la preuve: une approximation quasi-mode





buδv = 0, ∀v ∈ H10 (Ωδ).










(Ωδ), ∀v ∈ H10 (Ωδ).
Lemme:
Soit (wδ, µδ) un ε-quasi-mode. Il existe un mode (uδ, λδ):∣∣λδ − µδ∣∣ ≤ ε.
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Ide´e de la preuve: une approximation uniforme´ment valide
Soit le quasi-mode (w˜δ, λ0 + δ2λ2)
w˜δ = χδ
(















χδ la fonction de troncature de´finie par χδ(r , θ) := χ (r/δ).
Ψ la fonction de troncature de´finie par Ψ(r , θ) = 1− χ(r);
Π̂i les champs proches exprime´s en fonction de x, Π̂i (x) = Πi (x/δ).
Û i les comportements communs aux champs proches et champs lointains
Û i (x) = U i (x/δ).
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Ide´e de la preuve: estimation finale
Estimation:∣∣∣a(w˜δ, v)− (λ0 + δ2 λ2) (w˜δ, v)0∣∣∣ ≤ C δ2 ‖w˜δ‖0‖v‖0, ∀v ∈ H10 (Ωδ).
⇒ Existence d’une valeur propre λδ de l’ope´rateur elliptique sur Ωδ ve´rifiant






C’est un re´sultat sous-optimal






De´veloppement asymptotique du troisie`me ordre ⇒ estimation optimale
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A-t-on identifie´ l’ensemble des valeurs propres?
Etat des lieux:
Il existe un λδn dans un petit voisinage de λn
0 < λδσ(n) ≤ λn pour δ suffisamment petit.
Des questions














  the eigenvalue λδn
the eigenvalue λn
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A-t-on identifie´ l’ensemble des valeurs propres?
Etat des lieux:
Il existe un λδn dans un petit voisinage de λn
0 < λδσ(n) ≤ λn pour δ suffisamment petit.
Des re´ponses (graˆce au min-max)














  the eigenvalue λδn
the eigenvalue λn
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Simulation nume´rique: Un cas semi-analytique
Ωδ est de´fini par la figure suivante avec
Ωint =]− 2, 0[×]− 2.5, 1.5[ and Ωext =]0, 2.5[×]− 1.5, 1[. (17)
A computational mesh.
Rappel: les e´le´ments propres du rectangle
[
0, a
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Les λ2,δn sont calcule´s
analytiquement
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|λδ5 − λ2,δ5 |/λ5
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Condition aux limites de Neumann en 3D
avec Fares (Cerfacs), Tizaoui
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Trouver uδn ∈ H1(Ωδ) et λδn ∈ R tels que{ −∇ · (a∇uδn ) = λδn b uδn dans Ωδ,
∂nu
δ
n = 0 sur ∂Ω
δ,
avec a et b deux fonctions re´gulie`res,
positives et deux coˆte´s
a|Ωint(0) 6= a|Ωext(0) and b|Ωint(0) 6= b|Ωext(0)
Le petit parme`tre δ > 0 est le
diame`tre du trou.
Le trou est de´finie de manie`re
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Trouver un ∈ H1(Ω) et λn ∈ R tels que{ −∇ · (a∇un) = λn b un dans Ω,
∂nun = 0 sur ∂Ω,
Cette ge´ome´trie correspond a` δ = 0
La valeur propre ze´ro est force´ment double!
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2 ≤ λδ3 ≤ · · · ≤ λδn−1 ≤ λδn −→
n→+∞
+∞
0 = λ1 = λ2 < λ3 ≤ · · · ≤ λn−1 ≤ λn −→
n→+∞
+∞
Le principe du min-max:





Peut-on de´river une me´thode efficace de calcul de λδn sans raffinement de
maillage local?
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Le de´veloppement des valeurs propres
Le de´veloppement d’ordre 1 s’e´crit
λδ = λ0 + δλ1 + o
δ→0
(δ).
Les coefficients λi ∈ R ne de´pendent pas de δ
Fonction de jauge logarithmique de`s l’ordre 2
λδ = λ0 + δλ1 + δ2λ2,0 + δ2 ln δ λ2,1 + o
δ→0
(δ2).
tre`s e´tonnant en dimension 3 (coefficients variables)
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Le de´veloppement d’ordre 1:
uδ = u0 + δu1 + o
δ→0
(δ)
Les coefficients ui sont
de´finis sur le domaine limite Ω
inde´pendants de δ
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Les coefficients de champ lointain
Les coefficients sont solutions de
Trouver u0 : Ω→ R et λ0 ∈ R tels que
∇ · (a∇u0) + λ0 b u0 = 0 dans Ω,
∂nu
0 = 0 sur ∂Ω \ {0}.
Trouver u1 : Ω→ R et λ1 ∈ R tels que
∇ · (a∇u1) + λ0 b u1 = −λ1 b u0 dans Ω,
∂nu
1 = 0 sur ∂Ω \ {0}.
Les ui peuvent eˆtre singulier en 0.
Information manquante: le comportement de ui en 0.
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Le de´veloppement d’ordre 1:
Πδ(X) = uδ(Xδ) et Πδ = Π0 + δΠ1,0 + δ ln δ Π1,1 + o
δ→0
(δ)
Les coefficients Πi sont
de´finis sur le domaine limite Ω̂
inde´pendants de δ
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Les coefficients de champ proche

Trouver Π0 ∈ H1loc(Ω̂) tel que
∇ · (a0∇Π0) = 0 dans Ω̂,
∂nΠ
0 = 0 sur ∂Ω̂.
Trouver Π1 ∈ H1loc(Ω̂) tel que
∇ · (a0∇Π1) = −∇ · (a1∇Π0) dans Ω̂,
∂nΠ
1 = 0 sur ∂Ω̂.
a0 et a1 les fonctions 2 coˆte´s
a0|Ω̂int(X) = a|Ωint(0)
a0|Ω̂ext(X) = a|Ωext(0),
a1|Ω̂int(X) = ∇a|Ωint(0) · X,
a1|Ω̂ext(X) = ∇a|Ωext(0) · X.
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Le champ lointain limite
Trouver u0 ∈ H1(Ω) et λ0 ∈ R tels que
∇ · (a∇u0) + λ0 b u0 = 0 dans Ω,
∂nu
0 = 0 sur ∂Ω \ {0}.
On limite notre pre´sentation au cas d’une valeur propre simple avec u0|Ωext = 0.
Le champ proche limite
Trouver Π0 ∈ H1loc(Ω̂) tel que
∇ · (a0∇Π0) = 0 dans Ω̂,
∂nΠ




Un laplacien a` deux coˆte´s
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Re´solution du proble`me de champ proche
Le coefficient a0 est constant par partie. On peut utiliser une me´thode
d’e´quation inte´grale
Par line´arite´ on se rame`ne a` un proble`me canonique
Trouver Π? ∈ H1loc(Ω̂) tel que
∇ · (a0∇Π?) = 0 dans Ω̂,
∂nΠ
? = 0 sur ∂Ω̂,
Π?|Ω̂int(X) = 1 + o‖X‖→+∞(1),
Π?|Ω̂ext(X) = o‖X‖→+∞(1),
On identifie des champs sortants
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Re´solution du proble`me de champ proche
∆Π?sor = 0 dans Ω̂int,
∆Π?sor = 0 dans Ω̂int,
∂nΠ
?
sor = 0 sur ∂Ω̂.
Repre´sentation inte´grale dans Ω̂int et Ω̂ext (principe des images)
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Re´solution du proble`me de champ proche
Condition de transmission a` travers Σ
Π?|Σint = Π?|Σext et a|Ωint(0) ∂zΠ?|Σint = a|Ωext(0) ∂zΠ?|Σext














Le potentiel λ∗ de´pend seulement de la ge´ome´trie
Chercher λ? ∈ (H 12 (Σ))∗ tel que Sλ? = 1 sur Σ.
Re´solution nume´rique par e´le´ments de frontie`re
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De´finition du de´veloppement asymptotique
Estimations d’erreurs
Simulations nume´riques
Les coefficients d’ordre 1
Champ proche d’ordre 1
Trouver u1n : Ω −→ R,
∇ · (a∇u1n)+ λn b u1n = −λ1n b un dans Ω,
∂nu
1















On peut appliquer l’alternative de Fredholm a`
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De´finition du de´veloppement asymptotique
Estimations d’erreurs
Simulations nume´riques
Les coefficients d’ordre 1
Le coefficient u1n existe et est unique modulo un et











De´veloppement asymptotique en 0 de u1n (the´orie de Kondratiev)
























et r 1n : Ωint −→ R une fonction continue.
Pour les coefficients de champ proche d’ordre 1, cela se corse!
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The´ore`me: valeur propre simple














)2 δ + Oδ→0(δ2 ln δ),








(0) si u|Ωext = 0.
Toutes les quantite´s pre´sentes ne ne´cessitent pas de raffinement de maillage.
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The´ore`me: valeur propre multiple
Si λn est une valeur propre du proble`me limite de multiplicite´ N + 1
(λn = · · · = λn+N), alors




λδn+N−1 = λn + O
δ→0
(δ2),












)2 δ + Oδ→0(δ2 ln δ),
avec α un coefficient de´pendant seulement de la forme du trou.
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Deux se´ries d’expe´riences avec deux ge´ome´tries et deux jeux de a et b
10 valeurs pour δ de 10−2 a` 1
δ = 10−
n
5 avec n = 0, · · · , 10
Artillerie lourde: 1 mailleur pro et 3 codes paralle´lise´s du CERFACS
Altair Hypermesh: mailleur pro
CESC: de´veloppe´ par Fares et Bendali
solveur e´le´ments finis P1 3D.
solveur e´le´ments de frontie`re P1 3D .
ARPACK: solveur aux valeurs propres de´veloppe´ par Sorensen
et al.
MUMPS: solveur direct de syte`me line´aire creux
calcul des λδn avec raffinement de maillage (#ddl > 10
6)
calcul des λn sans raffinement de maillage
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a = 1 et b = 1. (20)



























avec `intx = .6, `
ext
x = 1., `y = .8, `z = .3.
forme du trou Σ: Le polygone reliant les points
A = (0, 0), B = (0, .1),
C = (−.08, .1), D = (−.08,−.08),
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n = 1 et 2
n = 3
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Les erreurs pour la premie`re valeur propre
Le vecteur propre 1 est double pour le proble`me
limite
λ1 = λ2 = 0.
Il est aussi vecteur propre pour le proble`me
mode`le

















|λδ2 − λ1,δ2 |
1
λ2 = 0
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|λδ5 − λ1,δ5 |/λ5
1
valeur propre simple λ3 = 9.87 valeur propre double λ4 = λ5 = 15.4
Proble`me de pre´cision du solveur valeurs propres. C’est normal vu le nombre de
degre´s de liberte´s qui de´passe le million.
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Un laplacien deux coˆte´s
a|Ωint = 2, a|Ωext = 1, b|Ωint = 1, b|Ωext = 2.
De´finition du domaine de calcul: une cavite´ droite et une pyramide






[×]− `z , 0[,
Ωext = simplex(A,B,C ,D,E).
avec
`x = 1., `y = .8, `z = .3.
A = (.3,−.4, 0), B = (−.7, .− .4, 0),
C = (−.5, .2, 0) and D = (.3, .2, 0) et
E = (.1, .1, .7).
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Les erreurs relatives pour la seule valeur propre double
Le vecteur propre 1 est double pour le proble`me
limite
λ1 = λ2 = 0.
Il est aussi vecteur propre pour le proble`me
mode`le

















|λδ2 − λ1,δ2 |
1
λ2 = 0
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|λδ5 − λ1,δ5 |/λ5
1
λ3 = 9.24 λ4 = 16.7 λ5 = 19.7 .
Proble`me de pre´cision du solveur valeurs propres. C’est normal vu le nombre de
degre´s de liberte´s qui de´passe le million.
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Re´sultats principaux: Une approximation des valeurs propres
avec une assise the´orique
sans raffinement de maillage au voisinage du trou
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